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摘要：为了减少有限推力作用下月球探测器软着陆所需的燃料消耗，提出了应用非线性规划方法来求解该最优控制问

题。首先，从庞德里亚金极大值原理出发，将有限推力作用下月球软着陆问题转化为数学上的两点边值问题；在考虑边

界条件及横截条件的前提下，将该两点边值问题转化为针对共轭变量初值和末时刻的优化问题；然后应用非线性规划方

法求解所形成的参数优化问题。为了降低共轭变量初值选取的敏感性，引入共轭变量与控制变量之间的变换，用控制变

量初值代替了共轭变量初值。实验仿真结果显示，本文方法能够成功实现月面软着陆，并且比传统的打靶法减少了

２．１％的燃料消耗，表明本文提出的设计方法简单、有效。
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１　引　言

　　上世纪９０年代以来，世界上很多国家都制订

了相应的月球探测计划，而我国的探月计划，即著

名的嫦娥工程也已经实施，这些标志着月球探测

的一个新时代已经开始。月球探测是一个庞大的

工程，包含了诸多的关键技术，其中，月球探测器

软着陆是一项极其关键的技术。

月面软着陆要求探月器以很小的相对速度着

陆在月面上。由于月球上没有空气，探月器必须

用机上的发动机来制动。所设计的探月器从月球

停泊轨道出发，经霍曼变轨到达近月点时开始制

动段，在水平速度被基本抵消之后进入最终着陆

段，最后探测器以垂直姿态软着陆到月面［１］。

软着陆问题的关键是找到最优飞行轨迹和

推力大小与方向的时间历程。其理论基础是庞德

里亚金极大值原理，由极大值原理及相应边界条

件可将轨道优化问题抽象成两点边值问题，而求

解该问题的困难来自于共轭方程组对共轭变量初

值选取异常的敏感性。传统的方法主要是打靶

法［２４］，该方法对共轭变量初值依赖性很高，而共

轭变量本身没有物理意义，选取准确的初始值很

困难。另外一种方法是对推力方向角进行多项式

拟合［５６］，这种方法需要猜测多项式系数的初值，

这依然是没有物理意义的变量，也很难给出较为

准确的初值。

此外，也有学者运用伪光谱、蚁群算法等方法

对该问题进行了求解。王明光等［７］使用伪光谱方

法将软着陆轨道优化问题转换为一个约束参数优

化问题，然后采用乘子法处理约束条件，采用变尺

度法求解处理后的参数优化问题，此方法具有收

敛速度快、对初始控制量不敏感、鲁棒性强的优

点。朱建丰等［８９］将自适应遗传算法与模拟退火

算法相结合，得到一种全局搜索能力和局部搜索

能力均较强的自适应模拟退火遗传算法，对月球

软着陆轨迹进行优化后，能够搜索到比较精确的

全局最优轨迹。

本文在前人工作启发下，应用非线性规划求

解月球软着陆最优控制中的两点边值问题［１０］，并

引入一种共轭变量与控制变量之间的函数变换，

用控制变量初值代替共轭变量初值，使迭代初值

具有物理意义，便于选取，避免了因共轭变量初值

选取的敏感性而带来的计算困难。

２　系统模型

　　 软着陆转移轨道为１００ｋｍ×１５ｋｍ的椭圆

轨道，从近月点到月面为软着陆全过程。假设月

球引力场均匀，忽略月球自转，建立的着陆坐标系

如图１所示。

图１　纵向面软着陆坐标系示意图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｏｆｌｕｎａｒｓｏｆｔｌａｎｄｉｎｇｉｎｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｐｌａｎｅ

取月心狅为坐标原点，狅狔指向着陆转移轨道

的近月点；狉∈犚
＋为探测器到月心的距离；θ是狅狔

和狅狉的夹角；ψ（狋）为推力方向与狅狉垂线的夹角；

犉为制动火箭的常值推力大小，犉 取犉ｍａｘ或０。

着陆器质心运动方程为：

狉＝狏

狏＝
犉
犿
ｓｉｎψ－

μ
狉２
＋狉ω

２

θ＝ω

ω＝－
１

狉
犉
犿
ｃｏｓψ＋２狏（ ）ω

犿＝－
犉

烅

烄

烆 犆

， （１）

其中，狏∈犚是探测器在矢径狉方向上的速度；ω∈

犚是探测器方位角θ的角速度；犿∈犚
＋是探测器

质量；μ是月球引力常数；犆为制动火箭的排气速

度，是一个常值。

假定初始时刻狋０＝０，终端时刻狋犳 为任意值。

软着陆的初始条件由探测器在椭圆轨道近月点处

的状态确定，即：

狉（０）＝狉０，狏（０）＝０，θ（０）＝０，ω（０）＝ω０，犿（０）＝犿０．

　　为了在到达月面时实现软着陆，显然有如下

终端条件：
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狉（狋犳）＝狉犳，狏（狋犳）＝狏犳，ω（狋犳）＝０，

其中狉０∈犚
＋是月心到近月点的距离，狉犳∈犚

＋是

月球半径，狏犳∈犚
＋为探测器到达月面时的速度。

在数值计算当中由于状态变量的量级相差较

大，在轨道积分的过程中会导致有效位数的损失，

通常采取归一化处理［１１］来提高计算精度，同时这

样处理也可以令优化变量保持在相同的量级。因

此，做如下处理，令状态变量：

珔狉＝狉／狉０

珔狏＝狏／^狏，^狏＝ μ／狉槡 ０

珋θ＝θ

珔ω＝ω狉０／^狏

珡犿＝犿／犿

烅

烄

烆 ０

，

及：

珋狋＝狋／^狋，^狋＝狉０／^狏

珚犉＝犉／^犉，^犉＝犿０^狏
２／狉

烅
烄

烆 ０

，

则运动方程（１），可以改写为：

珔狉
·

＝珔狏

珔狏
·

＝
珚犉
珡犿
ｓｉｎψ－

１
珔狉２
＋珔狉珔ω

２

珋θ
·

＝珔ω

珔ω
·

＝－
１
珔狉

珚犉
珡犿
ｃｏｓψ＋２

珔狏珔（ ）ω
珡犿
·

＝－
珚犉
犆
μ
狉槡

烅

烄

烆 ０

， （２）

相应的初始条件和终端约束条件改写为：

珔狉０＝１

珔狏０＝０

珋θ０＝０

珔ω０＝ω０狉０／^狏

珡犿０＝

烅

烄

烆 １

及

珔狉犳＝狉犳／狉０

珔狏犳＝狏犳／^狏

珔ω０＝

烅

烄

烆 ０

．

３　耗燃最优控制律设计

　　 将运动方程（１）表示为状态方程的形式：

珚狓
·

＝犳（珚狓，狌），

其中系统状态变量为珚狓＝［珔狉，珔狏，珋θ，珔ω，珡犿］
Ｔ，控制变

量狌＝［珚犉，ψ］
Ｔ。按照耗燃最优的要求，取终端性

能指标为：

　犑＝φ［珚狓（珋狋犳）］＝珡犿（０）－珡犿（珋狋犳）＝１－珡犿（珋狋犳）．（３）

构造哈密顿函数为：

犎（珚狓，λ，狌）＝λ
Ｔ
犳（珚狓，狌）， （４）

其中λ＝［λ狉，λ狏，λθ，λω，λ犿］
Ｔ，满足：

λ＝－
犎（珚狓，λ，狌）

珚狓
， （５）

即：

λ狉＝－
２λ狏
珔狉３
－λ狏珔ω

２－
λω珚犉ｃｏｓψ
珡犿珔狉２

－
２λω珔狏珔ω
珔狉２

λ狏＝－λ狉＋２λω
珔ω
珔狉

λθ＝０

λω＝－２λ狏珔狉珔ω－λθ＋２λω
珔狏
珔狉

λ犿＝λ狏
珚犉
珡犿２ｓｉｎψ－λω

珚犉
珡犿２珔狉
ｃｏｓ

烅

烄

烆
ψ

， （６）

由上节知，终端约束为：

犌＝

珔狉（狋犳）－狉犳／狉０

珔狏（狋犳）－狏犳／^狏

珔ω（狋犳

烄

烆

烌

烎）

＝０，

则横截条件为：

λ（狋犳）＝
φ
珚狓
＋
犌

珚狓［ ］γ
狋＝狋

犳

， （７）

其中γ为拉格朗日乘子。

由式（６）、（７）方程可知，沿着最优轨迹，有λθ

≡０。将式（１）代入式（４），并注意到λθ≡０，得到：

犎＝λ狉珔狏－λ狏μ珔狉２
＋λ狏珔狉珔ω

２－λω
２珔狏珔ω
珔狉
＋

λ狏
珡犿
ｓｉｎψ－

λω
珡犿珔狉
ｃｏｓψ－

λ犿（ ）犆 珚犉 ， （８）

根据庞特利亚金极大值原理，最优推力为：

犉＝

犉ｍａｘ
犉^
，λ狏
珡犿
ｓｉｎψ－

λω
珡犿珔狉
ｃｏｓψ－

λ犿
犆
＞０

０，　
λ狏
珡犿
ｓｉｎψ－

λω
珡犿珔狉
ｃｏｓψ－

λ犿
犆
＜

烅

烄

烆
０

． （９）

此外，由于ψ不受约束，根据变分法极值条件

犎

ψ
＝０，可得：

ψ
＝－ａｒｃｔａｎ

λ狏珔狉

λ（ ）
ω

． （１０）

　　综上，最优制导律狌＝［犉，ψ
］Ｔ。

将最优控制律代入状态方程（２）和共轭方程

（６），利用初始条件和终端约束对状态方程和共轭

方程进行积分，就可得到软着陆最优轨道。此时，

求最优轨道就转化成数学上对两点边值问题的求

解。

４　非线性规划解两点边值问题

　　 观察式（２）和式（６）可以看出λ犿 的取值对
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［λ狉，λ狏，λω］
Ｔ 以及状态变量［珔狉，珔狏，珋θ，珔ω，珡犿］

Ｔ 没有影

响，因而只要先确定ψ
，再选取迭代初值［λ狉，λ狏，

λω］
Ｔ
狋＝０，结合已知的状态变量初值珚狓（０）＝［珔狉，珔狏，珋θ，

珔ω，珡犿］
Ｔ
狋＝０在［０，狋犳］上对式（２）和式（６）进行积分，就

可以得到末端状态珚狓（狋犳），因此可以将末端状态

看作是迭代初值［λ狉，λ狏，λω］
Ｔ
狋＝０与末时刻狋犳 的函

数。

基于这种考虑，同样可以把性能指标犑看作

［λ狉，λ狏，λω］
Ｔ
狋＝０与狋犳 的函数，则本文的两点边值问

题即转化为：

待优化目标函数：犑＝φ［狓（狋犳）］；

待优化参数：［λ狉，λ狏，λω］
Ｔ
狋＝０，狋犳；

约束：
犌＝０

式（２）、（６）｛ 的积分
．

即把两点边值问题转化为一个非线性规划问

题，求解这类问题已经有许多可靠算法。

不过需要说明的是，在对此非线性规划问题

进行数值计算时，［λ狉，λ狏，λω］
Ｔ
狋＝０将作为迭代初值，

而由于［λ狉，λ狏，λω］
Ｔ
狋＝０没有明确的物理意义，很难

选取合理的初值，而问题本身对初值的选取又有

很强的敏感性，因此，还有必要引入下面的变换，

使得迭代初值具有明确的物理意义而容易选

取［１２］。

由最优控制条件式（１０），不妨设：

λ狏０珔狉０＝ｓｉｎ（ψ０），λω０＝－ｃｏｓ（ψ０），

即：

λ狏０＝
１
珔狉０
ｓｉｎ（ψ０）

λω０＝－ｃｏｓ（ψ０

烅

烄

烆 ）

， （１１）

同时由式（１０）有：

ｔａｎψ＝－
λ狏珔狉

λω
，

将上式对狋求导有：


ψ

ｃｏｓ２ψ
＝－

λ狏珔狉

λω
＋
λ狏珔狉

·

λω
－
λ狏珔狉λω

λ
２（ ）
ω

，

将式（２），（６）和（１１）代入，整理后得到：

λ狉＝

ψ
λω珔狉
＋
２λω珔ω
珔狉
－
λ狏珔狏
珔狉
＋
２λ

２
狏
珔狉珔ω

λω
，

于是有：

　　λ狉０＝

ψ０

λω０珔狉０
＋
２λω０珔ω０
珔狉０

－
λ狏０珔狏０
珔狉０
＋
２λ

２
狏０
珔狉０珔ω０

λω０
．（１２）

这样，共轭变量初值λ狉０，λ狏０，λω０就由具有物

理意义的ψ０，

ψ０ 代替，可以按照经验选取合理数

值，同时由于参数个数的减少也减少了运算量。

５　仿真及结果

　　 令沿着矢径狉远离月心方向为正方向，已知

制动发动机比冲犐＝３００ｓ，则比例系数犆＝犐犵Ｅ，

（ａ）高度曲线

（ａ）Ｈｅｉｇｈｔｃｕｒｖｅ

（ｂ）径向速度曲线

（ｂ）Ｒａｄｉａｌｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅ

（ｃ）质量曲线

（ｃ）Ｍａｓｓｃｕｒｖｅ

图２　最优着陆曲线

Ｆｉｇ．２　Ｏｐｔｉｍａｌｌａｎｄｉｎｇｃｕｒｖｅｓ
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犵Ｅ 为地球重力加速度，犉ｍａｘ＝１５００Ｎ是发动机

最大推力，月球的引力常数μ＝４．９０２×１０
１２ｍ３／ｓ２；

初始时刻探测器在椭圆轨道近月点，到月心的距

离为狉０＝１７５３ｋｍ，初始角速度ω０＝９．６５×１０
－４

ｒａｄ／ｓ，初始质量犿０＝６００ｋｇ；着陆时速度狏犳≤

－３ｍ／ｓ，月球半径狉犳＝１７３８ｋｍ。

利用本文方法求解后，可以得到探测器最终

着陆时间为狋犳＝５２８．３ｓ，探测器最终着陆速度为

狏犳＝－２．５４１５ｍ／ｓ，最终消耗燃料２６９．５４０８

ｋｇ，占探测器总质量的４４．９２％。而在完全相同

的初始条件下，利用传统的打靶法得到的着陆时

间和耗燃则分别为５３９．２ｓ和２７５．１０２０ｋｇ，本文

方法节省了２．１％的燃料。图２为利用本文方法

仿真得出的最优着陆曲线。

６　结　论

　　 本文针对月球探测器软着陆的实际问题，利

用Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ极大值原理，基于燃耗最优的原

则，设计了软着陆最优控制律，将求取最优控制律

的问题转化为两点边值问题。在数值计算中，引

入一种函数变换结合非线性规划的方法，得到了

探测器软着陆的最优轨线，并给出了最终的燃料

消耗值。与传统的打靶法比较，本文方法在一定

程度上降低了共轭方程组对共轭变量初值选取的

依赖性。计算机数值计算仿真结果说明，该方法

简单、实用并且易于工程实现，同时在降低耗燃上

优于传统的打靶法。此外，模拟月球表面情况进

行试验，在多种条件下进行半物理仿真研究，将是

本文需要进一步研究的问题。
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作者简介：

　

单永正（１９７８－），男，黑龙江哈尔滨人，

博士研究生，主要从事最优控制在航天

领域中应用的研究。Ｅｍａｉｌ：ｓｕｐｅｒｓｙｚ

＠１６３．ｃｏｍ

段广仁（１９６２－），男，黑龙江人，教授，

博士生导师，主要从事鲁棒控制理论、

广义系统理论和现代控制理论在航天

领域中的应用方面的研究。Ｅｍａｉｌ：

ｇ．ｒ．ｄｕａｎ＠ｈｉｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

吕世良（１９７４－），男，山东郓城人，助理

研究员，主要从事伺服控制和空间遥感

成 像 方 面 的 研 究。Ｅｍａｉｌ：ｌｖｓｈｉｌ

ｉａｎｇ１００＠ｓｉｎａ．ｃｏｍ

８５１２ 　　　　　光学　精密工程　　　　　 第１７卷　




